
PROBLHMATA GEWMETRIASTs�ntsifa
 Gi¸rgo
O eikostì
 ai¸na
  tan idia�tera gìnimo
 kai shmantikì
 gia ta Majhmatik�. Se mi�apl  anadrom  blèpoume nèou
 kl�dou
 kai nèe
 kateujÔnsei
, Topolog�a, Sundiastik Gewmetr�a, polÔedra kai kurt� sq mata, Algebrik  jewr�a twn arijm¸n, Algebrik  Gewmetr�-a, Gewmetr�a twn Arijm¸n, Sunolojewr�a, Ereuna sti
 b�sei
 twn Majhmatik¸n, m  Eu-kle�die
 Gewmetr�e
, Normiko� q¸roi kai akìmh di�foroi �lloi kl�doi mè eidikìtere
 efar-mogè
. Sto Par�si o D.Hilbert sto Diejnè
 sunèdrio twn Majhmatik¸n to 1900 èjeseta 23 probl mata tou, poÔ kateÔjunan thn èreuna ston e�kosto ai¸na bl [18℄. To polÔshmantikì e�nai ìti mèsa ston ai¸na lÔjhkan sqedìn ìla. Ta teleuta�a 35 qrìnia lÔjhkanprobl mata anoiqt� gia ai¸ne
. Ta shmantikìtera e�nai.To prìblhma twn 4 qrwm�twn.To prìblhma autì lèei oti tèssera qr¸mata eparkoÔn gi� th kataskeu  enì
 q�rth, ètsi¸ste dÔo geitonikè
 q¸re
 na èqoun diaforetik� qr¸mata. To prìblhma xek�nhse to 1852apì ton Francis Guthrie kai apì apl  parat rhsh qwr�
 k�poia upìnoia MajhmatikoÔprobl mato
. O Francis to èsteile ston adelfì tou Frederick o opo�o
 to èdose stonpolÔ gnwstì Majhmatikì th
 epoq 
 Augustos De Morgan. Met� ton De Morgan pèraseston Arthrur Gaylay kai met� se mi� seir� Majhmatik¸n pr¸th
 kl�sew
 èw
 ìtou lu-je� mìli
 to 1976 apì tou
 K.Appel kai H.Haken me th bo jeia upologist  kai me lÔshapelpistik� anorjìdoxh gi� ta sunhjismèna Majhmatik�. bl[9℄To meg�lo Je¸rhma tou FermatO Fermat genn jhke sti
 20 AugoÔstou to 1601 kai pèjane 12 Ianouar�ou 1665. Otan tan se near  hlik�a èpese sta qèria tou m�a met�frash apì ta Arijmhtik� tou Diìfantou.To bibl�o autì ègine di�shmo. Giat� sto perij¸rio o Fermat e�qe gr�yei oti: To �jroismadÔo kÔbwn den mpore� na e�nai kÔbo
 ìpw
 to �jroisma dÔo tet�rtwn dun�mewn den mpore�na e�nai tètarth dÔnamh, dÔo pèmptwn kl. Shme�wne oti e�qe m�a polÔ kal  lÔsh giautìall� den mporoÔse na qwrèsei sto perij¸rio tou bibl�ou, giat� kat� th sunhje�a tou ti
lÔsei
 sta probl mata tou ti
 ègrafe sto perij¸rio tou bibl�ou (twn Arijmhtik¸n). Aut h shme�wsh st�jhke h aform  gia èna ag¸na èna pìlemo na poÔme kall�tera metaxÔ twnMajhmatik¸n kai th
 eikas�a
 poÔ kr�thse per�pou w
 to 1994 opìtan lÔjhke apo tonAgglo Majhmatikì Andrew Wiles bl [20℄To teleuta�o je¸rhma tou Fermat : H Diofantik  ex�swsh
xn + yn = zngia n > 2 den èqei akèraie
 lÔsei
. Pèrase poll� st�dia kai brèjhke sta qèria poll¸nmeg�lwn Majhmatik¸n pou ìloi èbalan èna b ma prì
 th lÔsh. Sta meg�la probl matae�nai san th skutalodrom�a, pollo� bohjoÔn all� to qeirokrìthma to pa�rnei o teleuta�o
.H eikas�a tou Poincare bl [3℄ sel 208 kai [17℄.Se apl  montèrna diatÔpwsh e�nai. H 3-sfa�ra e�nai h mình kle�sth trisdi�stath pol-laplìthta pou e�nai apl� sunekt . 1



Met� apì prosp�jeia enì
 ai¸na apì polloÔ
 shmantikoÔ
 MajhmatikoÔ
 apede�qjeiswst  apì ton idiofu  R¸sso Majhmatikì Gkr�sa Pèrelman. O Pèrelman e�nai o qrusì
Olumpion�kh
 th
 Pankìsmia
 Majhmatik 
 Olumpi�da
 tou 1982 sth Boudapèsth. StoPagkìsmio sunèdrio twn Majhmatik¸n to 2006 sth Madr�th arn jhke to brabe�o Filnt
(isodÔnamo me to brabe�o Nìmpel) poÔ aponemètai se MajhmatikoÔ
 k�tw twn 40 et¸n giathn prosfor� tou
 sta Majhmatik�. Tèlo
 arn jhke to 1 ekatomÔrio dol�ria pou e�naito brabe�o apo th lÔsh enì
 apì ta probl mata th
 qiliet�a
 pou d�detai apo instintoÔ-to Majhmatik¸n Klèi kai exafan�sthke sto sp�ti th
 mhtèra
 tou se k�poia geitoni� th
Ag�a
 PetroÔpolh
, arnoÔmeno
 k�je dìxa kai ìle
 ti
 proteinìmene
 èdre
 sta megalÔter-a Panepist mia tou kìsmou.Ed¸ ja anafèroume ton Ellhna Topolìgo ereunht  Qr.Papakuriakìpoulo. Ergazìmeno
mìno
 sto Metsìbeio Poluteqne�o sthn Topolog�a se k�poio apo ta jewr mata tou Ntenprosèlkuse to endiafèron tou Fox kajhghtoÔ Topolog�a
 sto Pr�ston kai ton k�leseeke�. Sto Pr�ston èftase to 1948. Sthn arq  th
 èreuna
 tou e�qe arketè
 epituq�e
 kaianafèretai me polÔ kal� lìgia apo ton E.Moise sto bibl�o tou Gewmetrik  Topolog�a 2kai 3 diast�sewn bl[3℄. Ta teleuta�a 15 qrìnia th
 zw 
 tou o Papakuriakìpoulo
 taafièrwse sthn apìdeixh th
 eikas�a
 tou Poincare me apotèlesma na p�ne qamèna. Dhlad èkane oti perigr�fei o Ap.Doxi�dh
 sto jaum�sio bibl�o tou 'O Je�o
 Pètro
 kai h eikas�atou Gkìlmpaq'.To prìblhma tou KeplerSta meg�la probl mata th
 qiliaet�a
 prèpei n' anafèroume to per�fhmo prìblhma tou
Kepler bl [22℄ . Na topojethjoÔn �se
 sfa�re
 sto q¸ro me ton oikonomikìtero trìpo. Heikas�a tou Kepler e�nai oti h puknìthta e�nai π

√

18
. Prìsfata, to 1998, o Majhmatikì


Thomas Hales (Michinkan) me mi� seir� ergasi¸n parous�ase mi� lÔsh pou fa�netai apìthn èreuna twn eidik¸n oti èqei pijanìthte
 na e�nai swst . Mèsa stou
 4 ai¸ne
 th
eikas�a
 parousi�sthkan ekatont�de
 lÔsei
 pou apede�qthkan esfalmène
. Pijanìn japer�soun ki' �lla qrìnia gi� na bebaiwje� h orjìthta th
 lÔsh
 tou Hales.Apì ta meg�la probl mata paramènoun �luta e�nai h upìjesh Riemann kai h eikas�atou Gkìlmpaq. A
 poÔme duì lìgia gia aut�.H upìjesh RiemannAn s = a + ib e�nai r�za th
 ex�swsh
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2
.E�nai gnwstì oti h ex�swsh èqei �peire
 migadikè
 r�ze
 bl [9℄ pou br�skontai se mi� tain�-a sto migadikì ep�pedo kai sugkekrimèna sth tain�a x1 = 0,x2 = 1 kai sÔmfwna me thneikas�a ìle
 oi lÔsei
 br�skontai sth mesopar�llhlo x = 1

2
. Eqei g�nei epal jeush th
eikas�a
 apo tre�
 MajhmatikoÔ
 sto Panepist mio tou Wisconsin gi� 5 ekatomÔria lÔsei
.E�nai tìso shmantik  h eikas�a ¸ste o Edmond Landau , per�fhmo
 Germanì
 Arijmojew-rhtikì
, sto bibl�o tou perièqei kef�laio pou to epigr�fei 'Met� thn apìdeixh th
 eikas�a


Riemann '.Akìmh e�nai gnwstì apì ton Norman Levinson, M.I.T. , ìti to 1/3 twn lÔsewn th
 ex�sw-sh
 Riemann pl roÔn thn eikas�a. 2



H upìjesh Goldbach.To 1742 sthn allhlograf�a tou me ton Euler o Goldbach isqur�sthke oti k�je �rtio
mpore� na grafte� san �jroisma dÔo pr¸twn arijm¸n pq. bl [7℄2=1+1, 4=2+2, 6=3+3, 8=3+5 kl.Thn epoq  eke�nh o 1 jewre�to pr¸to
, t¸ra h upìjesh isqÔei gia �rtio megalÔtero tou 2.Fusik� h adunam�a gi� th lÔsh twn Majhmatik¸n apì thn epoq  eke�nh mèqri t¸ra katèsthsethn eikas�a mi� apì ti
 plèon di�shme
. O per�fhmo
 R¸sso
 Arijmojewrhtikì
 M.Vinogradowapèdeixe thn akìloujh prìtash.K�je perittì
 arijmì
 p�nw apo k�poio ìrio (dhlad  arket� meg�lo
) mpore� na grafte�san �jroisma tri¸n pr¸twn.A
 doÔme t¸ra ta dik� ma
 probl mata kai enno¸ ta �storik� probl mata, dhlad (a) Tetragwnismì
 tou kÔklou.(b) Diplasiasmì
 tou kÔbou.(g) Triqotìmhsh th
 gwn�a
.Ed¸ prèpei na poÔme k�poia pr�gmata gi� to istorikì mèro
.H Gewmetr�a xek�nhse san Ellhnik  epist mh. H filosof�a twn Arqa�wn  tan sunufasmèn-h me thn aplìthta twn pragm�twn kai twn sqhm�twn. San Gewmetrik� ìrgana jewroÔsanton kanìna kai ton diab th, dhlad  mi� metablht  euje�a kai èna kÔklo metablht 
 akt�-na
. Autì shma�nei oti me èna kÔklo metablht 
 akt�na
 kai me mi� euje�a prosp�jhsanna metasqhmat�soun èna kÔklo se tetr�gwno tou id�ou embadoÔ. To �dio prìblhma e�qanna lÔsoun gi� ton diplasiasmì tou kÔbou kai thn triqotìmhsh th
 gwn�a
.Ta probl mata aut� profan¸
 parèmeinan �luta gi� ai¸ne
. Otan h Gewmetr�a apèk-thse me thn Analutik  Gewmetr�a algebrikì qarakt ra apede�qjei oti ei
 m�thn p gan oiprosp�jeie
 tìswn et¸n. E�nai gnwstì to k�twji je¸rhma. bl [23℄Gi� na e�nai kataskeu�simo (ennoe�tai me ton kanìna kai to diab th) èna gewmetrikì mègejo
prèpei na e�nai pragmatik  r�za mi�
 ex�swsh
 me akera�ou
 sunteles�
 kai na ekfr�zetaime apl�   pollapl� tetragwnik� rizik�.Sto tetragwnismì tou kÔklou upeisèrqetai o uperbatikì
 arijmì
 p. O diplasiasmì
 toukÔbou odhge� se tritobajm�a ex�swsh me kubikè
 r�ze
, to �dio kai h triqotomhsh th
 g-wn�a
.Ed¸ èqw na parathr sw to akìloujo axioper�ergo prìblhma . Na katatmhje� o kÔklo
se peperasmèno pl jo
 komm�tia ¸ste sunarmologoÔmena na ma
 d�noun tetr�gwno. Toprìblhma parèmene �luto ew
 ìtou o OÔggro
 Majhmatikì
 Miklos Laczkovich to èluse.H lÔsh e�nai exairetik� dÔskolh. bl[8℄, [13℄,A
 doÔme t¸ra merik� probl mata èreuna
.1.- Di�metro
 enì
 kurtoÔ sunìlou lègetai to mègisto eujÔgrammo tm ma pou sundèei dÔoshme�a tou. Sto ep�pedo a
 fantstoÔme èna sq ma K pou me parallhlh metafora mpore�na perièqei k�je sq ma diamètrou 1. To prìblhma tou Lebesque (1914) e�nai pìso mikrìmpore� na e�nai to embadìn tou K ; bl [8℄Gia par�deigma èna
 kuklikì
 d�sko
 D diamètrou 1 e�nai k�lumma gia k�je euj.tm mam kou
 1. Ed¸ anafèroume to je¸rhma tou Besikovitch . Up�rqei sq ma osond potemikroÔ embadoÔ entì
 tou opo�ou euj.tm ma m kou
 1 mpore� na k�nei olìklhrh peristrof dhl. 360 mo�re
 bl[24℄.O kuklikì
 d�sko
 akt�no
 1/2 èqei �peire
 diamètrou
 �se
 prì
 1. Ena ligìtero gnw-3



stì sq ma me �peire
 diamètrou
 e�nai to Reuleaux triangle. E�nai to sq ma K poupa�rnoume w
 ex 
. An ABG isìpleuro tr�gwno pleur�
 1, jewroÔme tou
 tre�
 kÔklou
(A,1),(B,1),(G,1), K e�nai h diatom  tou
. Mi� exairetik  idiìthta tou Reuleeaux trianglee�nai oti mpore� na peristrafe� entì
 tetrag¸nou pleur�
 1, pr�gma pou epekteinìmeno stoq¸ro apotele� thn arq  th
 kataskeu 
 twn kinht rwn Vangel bl[24℄.2.- Leo Moser Na eureje� sq ma elaq�stou embadoÔ pou na perièqei anoikt  gramm m kou
 to polÔ 1. o Wetzel èdose 0.2194 gia kurtì sq ma o Meir apèdeixe oti to hmikÔkliodiamètrou 1 perièqei ìle
 ti
 anoiqtè
 grammè
 m kou
 1. Up�rqei akìmh mi� seir� ereun-ht¸n pou èdosan per�pou ta �dia megèjh, all� to prìblhma jewre�tai akìmh anoiktì. bl [8℄3.-To prìblhma tou Borsuk(1932) bl [16℄Mpore� peperasmèno shmeiosÔnolo K sto q¸ro twn n -diast�sewn na qwrisje� se n+1tm mata me di�metro mikrìterh tou K ;H ap�nthsh gi� th sfa�ra e�nai jetik  kai ìqi dÔskolh sthn apìdeixh. Gi� n=2 e�nai harqik  ergas�a tou Borsuk , gi� n=3 up�rqei jetik  ap�nthsh apì ton Eggleston (1955)
,ton B.Grunbaum kai ton A.Heppes. To 1993 oi J.Kahn kai G.Kalai apèdeixan oti gi�
n=1.325 kai gi� k�je n > 2014 h ap�nthsh e�nai arnhtik . Tèlo
 argìtera oi A.Hinrichskai C.Richter èdeixan oti gi� n mh mikrìtero tou 298 h ap�nthsh e�nai arnhtik .To 1946 o Hugo Hadwinger apèdeixe oti h eikas�a e�nai swst  gi� kurtì sumpagè
 smoothsq ma K (Etsi qarakthr�zetai èna sq ma ìtan se k�je sunoriakì tou shme�o up�rqei ènaakrib¸
 efaptìmeno ep�pedo sto K).H apìdeixh e�nai jaum�sia kai anafèretai ston n-di�stato q¸ro. Gi� na k�noume mi�sÔntomh perigraf  th
 apìdeixh
 prèpei n' anafèroume mi� idiìthta th
 diamètrou kurtoÔsq mato
. Ta k�jeta ep�peda sta �kra th
 diamètrou or�zoun mi� z¸nh entì
 th
 opo�a
perièqetai to sq ma.Estw t¸ra èqoume èna kurtì sumpagè
 sÔnolo K diamètrou D ston n-di�stato q¸ro. jade�xoume oti mporoÔme na broÔme mi� dia�resh tou K se n+1 mèrh k1, k2....kn+1 ètsi ¸stek�je èna apo ta parap�nw mèrh tou K na èqei di�metro mikrìterh apo D. Estw t¸ra sfa�-ra S diamètrou D. Hdh e�nai gnwstì oti h S mpore� na qwriste� se n+1 mèrh s1, s2, ....sn+1me di�metro mikrìterh apì D. ApokajistoÔme t¸ra mi� amfimonìtimh antistoiq�a èstw FmetaxÔ S kai K ¸ste an A shme�o tou K kai F(A) to ant�stoiqo sth S , ta efaptìmenaep�peda sta A kai F(A) na e�nai par�llhla kai omo�w
 prosanatolismèna. Otan to F(A)diatrèqei to s! ja p�roume sto K to shmeiosÔnolo k1 , kl. Estw t¸ra to k1 èqei di�metroAB �sh prì
 D. Tìte an p�roume ta ant�stoiqa shme�a F(A),F(B), ja e�nai h F(A)F(B) hdi�metro
 tou s1 pou upojèsame oti e�nai mikrìterh apo D.4. a.Erdos Up�rqei shmeiosÔnolo apoteloÔmeno apo 7 shme�a se genik  jèsh ( mhke�mena an� tr�a se euje�a oÔte ana tèssera se kÔklo) ¸ste oi metaxÔ twn apost�sei
 nae�nai rhto� arijmo� ; bl[5℄b. N shme�a sto ep�pedo pìsou
 to polÔ monadia�ou
 kÔklou
 mporoÔn na or�soun ;bl[5℄5.- Entì
 tetrag¸nou up�rqei shme�o me rhtè
 apost�sei
 apì ti
 korufè
 ; .bl[5℄4



6.-Oppenheim (1964) Poiì
 o mègisto
 arijmì
 trig¸nwn me monadia�o embadìn mporoÔnna or�soun N shme�a s' èna ep�pedo ; bl[5℄7.-Gewmetrikè
 Anisìthte
Ena
 kl�do
 me èntonh parous�a ta teleuta�a qrìnia. Shmantik  drasthriìthta sto Be-ligr�di apì ton Mitrinovic kai thn om�da tou kai sthn Amerik  apì ton Murray Klamkin.Pr�n arket� qrìnia o Klamkin mou èsteile thn parak�tw anisìthta.
∑ p

q + r
b2c2 ≥ 8F 2To �jroisma kuklik� prì
 a,b,c pleurè
 trig¸nou kai p,q,r pragmatiko� jetiko� arijmo�,

F to embadìn. Mou z thse na y�xw gi� k�poia apl  lÔsh. Telik� st�jhke adÔnato nabreje� apl  lÔsh. H mình apìdeixh pou brèjhke tìte  tan, me k�poio metasqhmatismì,de�xame oti mi� tetragwnik  morf  e�nai jetik . Etsi paramènei to prìblhma mi�
 apl 
lÔsh
.Sta proswpik� mou endiafèronta an koun ta dÔo parak�tw probl mata. To pr¸to e�naiSundiastik  Gewmetr�a kai se apl  morf  sto ep�pedo diatup¸netai w
 ex 
.EstwG = (A1, A2, A3, .....An) èna shmeiosÔnolo shme�wn. An ta shme�a ana tr�a br�skwntaientì
 z¸nh
 eÔrou
 D, tìte e�nai aplì na doÔme oti ìla ta shme�a ja br�skwntai en-tì
 z¸nh
 2D. To prìblhma e�nai na prsdioriste� o el�qisto
 k ¸ste ìla ta shme�ana br�skwntai entì
 z¸nh
 kD. H eikas�a e�nai oti k=√

5+1

2
. Jum�zw èna prìblhma th
Gewmetr�a
. An k�noume kìmpo se mi� tain�a eÔrou
 D kai thn dipl¸soume prosektik� jap�roume èna kanonikì pent�gwno se z¸nh eÔrou
 √

5+1

2
DTo deÔtero prìblhma anafèretai sth Gewmetr�a twn Arijm¸n. Me duì lìgia Gewmetr�a twnArijm¸n e�nai h Analutik  Gewmetr�a se èna Kartesianì, a
 poÔme orjog¸nio, sÔsthmapou ta shme�a me akera�e
 suntetagmène
 ta onom�zoume Lattice shme�a kai pa�zoun prwteÔontarìlo.O Herman Minkowski (1864-1909) epinìhse th Gewmetr�a twn Arijm¸n gi� na lÔseiprobl mata th
 Jewr�a
 twn Arijm¸n. Opou pèrase to mualì autoÔ tou anjr¸pou �fhsethn l�myh tou talèntou tou. Se  lik�a 17 et¸n brabèuthke apo th Gallik  Akadhm�a meto Grand price de Sciences. Dustuq¸
 èfuge polÔ nèo
.Ena sq ma ja lème oti èqei thn Lattice idiìthta ìtan gi� k�je jèsh tou sto q¸ro perièqei

Lattice (akèraio) shme�o. Se palaiìterh ergas�a e�qa bre� oti m�a èlleiyh   èna tr�gwnogi� na èqoun thn Lattice idiìthta arke� na perièqoun èna tetr�gwno pleur�
 1. Argìterase mi� ergas�a me ton M.Henk br kame, sto q¸ro twn n-diast�sewn, gi� na èqei thn Lat-
tice idiìthta èna elleiyoeidè
, arke� na perièqei èna n-kÔbo pleur�
 1. Sto ep�pedo, e�naieÔkolo na doÔme, èna tetr�gwno gi� na èqei thn Lattice idiìthta arke� h pleur� tou namhn e�nai mikrìterh apo √

2 . To �dio apode�xame sto 3-di�stato q¸ro. Ston n-di�statoq¸ro pìsh mpore� na e�nai h plèura tou n-kÔbou gi� na èqei thn Lattice idiìthta;. M pw
to √
2 eparke�;.Ston ep�logo ja exhg sw ton lìgo giat� m�lhsa gi� probl mata genik¸
. Pistèuw otik�je epist mh proqwr� me thn lÔsh twn probl matwn pou dhmiourgoÔntai sto q¸ro th
.Autì afor� kai thn douli� ma
, thn didaskal�a twn Majhmatik¸n. K�pote, polÔ nèo
,diap�stwsa me èkplhxh pìso kajarì kai dunatì e�nai to mualì twn paidi¸n. Ena paid�èkane mi� anep�nteqh lÔsh sto akìloujo prìblhma. Eqoume 5 shme�a sto ep�pedo, se

5



genik  jèsh. De�xate oti mporoÔme na epilèxoume tr�a apì ta shme�a ¸ste na pern� èna
kÔklo
 apì aut�, kai na af nei apì ta upìloipa shme�a to èna mèsa sto kÔklo kai to �lloèxw. Akìmh èna parìmoio prìblhma. Ena
 plan th
 èqei tre�
 q¸re
. Se mi� apo ti
 q¸re
oi k�toikoi perhfaneÔontai ìti an ano�xoun mi� trÔpa apì k�poio shme�o th
 q¸ra
 tou
,kat� m ko
 mi�
 diamètrou, ja brejoÔn p�li sth q¸ra tou
. Tètoia probl mata sugkinoÔnta paidi�. Ta k�noun na skèptwntai.Bibliograf�a
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