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ΓΕΝΙΚΕΥΣΗ ΤΟΥ ΘΕΩΡΗΜΑΤΟΣ ΤΟΥ STEINER – LEHMUS
Δόρτσιος Κωνσταντίνος, μαθηματικός

Τσίντσιφας Γεώργιος, μαθηματικός

Πρόλογος 

Το αντικείμενο της εισήγησης αυτής είναι ένα πρόβλημα της Γεωμετρίας, γνωστό από τα μαθητικά μας χρόνια. Στην Τρίτη ή Τετάρτη τάξη άρχιζε η διδασκαλία της Θεωρητικής Γεωμετρίας και μπορούσαν ακόμα και οι μέτριοι μαθητές να αποδείξουν ότι, σε κάθε ισοσκελές τρίγωνο οι διχοτόμοι είναι ίσες. Οι πιο καλοί αποδείκνυαν και το αντίστροφο, ότι δηλαδή αν σε τρίγωνο οι δυο διχοτόμοι είναι ίσες, τότε το τρίγωνο είναι ισοσκελές. 

Το τελευταίο πρόβλημα έχει μια ξεχωριστή θέση στη Γεωμετρία των τελευταίων εκατόν πενήντα ετών και είναι γνωστό σε όλους μας ότι πάρα πολλές εργασίες γράφηκαν πάνω σ’ αυτό και πολύ μελάνι χύθηκε περιγράφοντας διάφορες λύσεις και σχετικές απόψεις. 
Ιστορική αναδρομή


Το 1840 ο Christian Ludolph Lehmus (1780-1863), καθηγητής μαθηματικών στο Βερολίνο, αναρωτήθηκε για το είδος του τριγώνου του οποίου οι δυο διχοτόμοι είναι ίσες. Δυστυχώς ο Lehmus, εκείνη την εποχή δεν μπόρεσε να δώσει κάποια απάντηση στο πρόβλημά του και το έστειλε στον διάσημο Ελβετό μαθηματικό Jacob Steiner (1786 – 1863). Ο Steiner, όπως ιστορικά βεβαιώνεται βρήκε αμέσως τη λύση, αλλά τη δημοσίευσε τέσσερα χρόνια αργότερα, μόλις το 1844. Το έτος 1850 ο Lehmus βρήκε δική του λύση την οποία δημοσίευσε το 1850. Εν τούτοις ο Γάλλος μαθηματικός Rougevain τους πρόλαβε δημοσιεύοντας λύση το 1842. Από τότε, όπως γράφουν οι Coxeter και Greitzer στο βιβλίο τους Geometry Reviseted [1], δημοσιεύτηκαν εργασίες στο θεώρημα των Steiner – Lehmus, σε διάφορα περιοδικά, το 1842, 1844, 1848, 1850 και από το 1854 έως το 1864 κάθε χρόνο και με μια αξιοθαύμαστη κανονικότητα για τα επόμενα εκατό χρόνια. 

Όλες σχεδόν οι παραπάνω αποδείξεις είχαν ένα κοινό χαρακτηριστικό στοιχείο. Ήταν αποδείξεις «έμμεσες», δηλαδή αξιοποιούσαν τη γνωστή μας μέθοδο της «απαγωγής σε άτοπο» ή ακόμα όσες ισχυρίζονταν ότι ήταν «απ’ ευθείας» αποδείξεις, σε κάποιο σημείο χρησιμοποιούσαν ένα θεώρημα ή κάποιο λήμμα το οποίο είχε έμμεση απόδειξη. Έτσι στην προσπάθεια για απ’ ευθείας λύση δημιουργήθηκε καινούργια φιλολογία επάνω στο ήδη διάσημο αυτό θεώρημα. 
Η σημερινή έρευνα


Σχετικά πρόσφατα η έρευνα γύρω από το θεώρημα των Steiner – Lehmus πήρε την εξής κατεύθυνση: 

Ερώτημα Ι. «Πού πρέπει να βρίσκεται ένα σημείο 
[image: image139.emf], μέσα σε ένα δεδομένο τρίγωνο 
[image: image2.wmf]ABC

, ώστε αν δυο Cevians του σημείου αυτού είναι ίσες τότε το τρίγωνο αυτό να είναι ισοσκελές;»

Είναι γνωστό ότι αν ένα σημείο 
[image: image3.wmf]M

 βρίσκεται στο εσωτερικό ενός τριγώνου 
[image: image4.wmf]ABC

, οι Cevians είναι τα ευθύγραμμα τμήματα 
[image: image5.wmf],,

ADBECZ

, όπου:
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. (Σχ.1)

Οι L.J.Russel [2] και H.J.Woyde [3] αποδεικνύουν ότι αν 
[image: image7.wmf]M

 βρίσκεται πάνω στην διχοτόμο της γωνίας 
[image: image8.wmf]µ
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 και οι Cevians 
[image: image9.wmf],
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, είναι ίσες, τότε το τρίγωνο 
[image: image10.wmf]ABC

 είναι ισοσκελές. 

Κατόπιν ο K. Tan [4] λύνει το ίδιο πρόβλημα για Cevians από σημείο της διαμέσου και ο L. Kelly για σημείο της συμμετροδιαμέσου [5]

Στην παρούσα εργασία θα βρούμε έναν ευρύτερο χώρο του σημείου 
[image: image11.wmf]M

που απαντά στο Ερώτημα Ι. Ο χώρος μάλιστα αυτός περιλαμβάνει όλες τις προηγούμενες εργασίες των προαναφερθέντων Μαθηματικών. 
Ένας ενδιαφέρων γεωμετρικός τόπος
Πρόβλημα 1ο 
Έστω 
[image: image12.wmf]ABC

 ένα τρίγωνο με 
[image: image13.wmf]ACAB
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. Να βρεθεί ο γεωμετρικός τόπος 
[image: image14.wmf]G

 των σημείων 
[image: image15.wmf]M

 του τριγώνου τέτοια ώστε:  
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Λύση
[image: image132.png]



Φέρουμε το ύψος 
[image: image17.wmf]AO

 του τριγώνου 
[image: image18.wmf]ABC

 και θεωρούμε το Καρτεσιανό σύστημα συντεταγμένων με αρχή το σημείο 
[image: image19.wmf]O

, άξονα των τετμημένων την 
[image: image20.wmf]BC

 και άξονα των τεταγμένων την 
[image: image21.wmf]OA

. (Σχ.2) 

Θέτουμε: 
[image: image22.wmf](
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 είναι όλοι θετικοί αριθμοί. Έτσι από τη σχέση (1) θα έχουμε ισοδύναμα: 
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Χρησιμοποιώντας τον τύπο:


[image: image26.wmf](

)

11

22

12

11

21

tan(,)3

AB

AB

ee

AB

BA

=

-


ο οποίος δίνει την εφαπτομένη της γωνίας των ευθειών:
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 ο τύπος (2) γίνεται: 
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όπου: 
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[image: image133.png]


Η εξίσωση 
[image: image33.wmf](
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, είναι μια ισοσκελής υπερβολή 
[image: image34.wmf](
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 της οποίας ο ένας κλάδος διέρχεται από τα σημεία 
[image: image35.wmf](
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, όπου 
[image: image37.wmf]H

 το ορθόκεντρο του τριγώνου 
[image: image38.wmf]ABC

. Ο άλλος κλάδος διέρχεται από το σημείο 
[image: image39.wmf](

)

,0

Cc

. (Σχ.3)
[image: image134.png]


Ο ζητούμενος γεωμετρικός τόπος 
[image: image40.wmf]G

, όπως προκύπτει από την (4) είναι το γραμμοσκιασμένο μέρος του τριγώνου που περιέχεται μεταξύ των δύο κλάδων της ισοσκελούς υπερβολής 
[image: image41.wmf](
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. (Σχ.4),  (Σχόλιο 1)
Παρατήρηση:     
[image: image135.png]



Αν θεωρήσουμε τη μεσοκάθετη 
[image: image42.wmf](
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 όμως πλευράς 
[image: image43.wmf]BC

 του τριγώνου 
[image: image44.wmf]ABC

, παρατηρούμε ότι αυτή χωρίζει το τρίγωνο σε δύο περιοχές 
[image: image45.wmf]1

G

 και 
[image: image46.wmf]2
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. Η περιοχή 
[image: image47.wmf]1
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, η οποία περιέχει το σημείο 
[image: image48.wmf]B

, περιέχει σημεία 
[image: image49.wmf]M

 τέτοια ώστε: 
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 (Σχ.5) 
Συνεπώς η περιοχή 
[image: image51.wmf]1
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 περιέχει σημεία 
[image: image52.wmf]M

 τέτοια ώστε: 
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Απάντηση στο ερώτημα Ι

Θεωρούμε σημείο 
[image: image55.wmf]oo
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 και 
[image: image56.wmf],
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 οι δύο Cevians του σημείου 
[image: image57.wmf]o
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 τέτοιες ώστε 
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[image: image136.png]


Θα δείξουμε ότι το τρίγωνο 
[image: image59.wmf]ABC

 είναι ισοσκελές με 
[image: image60.wmf]ABAC
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 (Σχ.6).  
Θα χρησιμοποιήσουμε τη μέθοδο όμως «απαγωγής σε άτοπο». Έστω λοιπόν ότι 
[image: image61.wmf]ABAC
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 και μάλιστα 
[image: image62.wmf]ABAC
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. Θα δείξουμε στην προκειμένη περίπτωση ότι: 
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Θεωρούμε τον κύκλο 
[image: image64.wmf](
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 που διέρχεται από τα σημεία 
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Τότε θα είναι: 
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Από τη σχέση (8) προκύπτει ότι το σημείο 
[image: image68.wmf]o
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 είναι εξωτερικό του κύκλου 
[image: image69.wmf](
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, δηλαδή θα υπάρχει τομή του τμήματος 
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 και του κύκλου 
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. Έστω τότε ότι αυτό το σημείο είναι το 
[image: image72.wmf]P

. 

Θα δείξουμε ότι: 
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Πράγματι: 
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Από την (7) που είναι μια ανισοτική σχέση γωνιών όμως κύκλου προκύπτει η ανισοτική σχέση των αντίστοιχων χορδών. Δηλαδή: 
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και τελικά: 
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δηλαδή:
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η οποία είναι η ζητούμενη σχέση (7) και η οποία αντιφάσκει με την δοθείσα σχέση (6).
Όμοια αν υποθέσουμε:

 
[image: image79.wmf]ABAC
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τότε  μπορούμε να δείξουμε ότι: 
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η οποία πάλι αντιφάσκει με την δοθείσα σχέση (6). 

Άρα δείξαμε την πρόταση:
Πρόταση 1. 
Αν 
[image: image81.wmf]oo
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 και 
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 οι δύο Cevians του σημείου 
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 τέτοιες ώστε 
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τότε το τρίγωνο 
[image: image85.wmf]ABC

 είναι ισοσκελές με 
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Με άλλα λόγια έχουμε αποδείξει ότι για κάθε σημείο 
[image: image87.wmf]o
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 του τόπου 
[image: image88.wmf]o
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, η ισότητα των Cevians οδηγεί στο συμπέρασμα ότι το τρίγωνο 
[image: image89.wmf]ABC

 είναι ισοσκελές. 
Παρατηρήσεις

1η) Είναι αξιόλογο να παρατηρήσει κανείς ότι η εφαπτομένη
[image: image90.wmf](
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 μιας παραβολής  στο σημείο 
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 με εξίσωση: 
[image: image137.png]
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Ο τύπος (11) προκύπτει από την εξίσωση όμως ισοσκελούς υπερβολής (5) σύμφωνα με τον γενικό τύπο: 

[image: image94.wmf](
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ο οποίος δίνει την εφαπτομένη μιας δευτεροβάθμιας καμπύλης με εξίσωση: 

[image: image95.wmf]22
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σε ένα σημείο αυτής 
[image: image96.wmf](
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Έτσι αν εφαρμόσουμε τον τύπο (12) για την ισοσκελή υπερβολή 
[image: image97.wmf](
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 και για το σημείο 
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 θα προκύψει μετά από πράξεις η εξίσωση (11). 
Η ευθεία 
[image: image99.wmf](
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 τέμνει την πλευρά 
[image: image100.wmf]BC

 στο σημείο 
[image: image101.wmf]S

, του οποίου οι συντεταγμένες είναι: 
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και εύκολα μπορεί να διαπιστώσει κανείς ότι το σημείο αυτό ικανοποιεί την ακόλουθη σχέση: 
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η οποία είναι μια σχέση που δηλώνει ότι η 
[image: image104.wmf]AS

 είναι η συμμετροδιάμεσος του τριγώνου 
[image: image105.wmf]ABC

 η οποία αντιστοιχεί στην πλευρά 
[image: image106.wmf]BC

. Αυτό σημαίνει ότι τα αποτελέσματα των L.J. Russel, H.J.Woyde, K. Tan και L.M. Kelly εμπεριέχονται στα αποτελέσματά μας. 
2η) Πρέπει να τονιστεί ακόμα ότι στην ανωτέρω εργασία δεν προσδιορίστηκε ολόκληρος ο τόπος 
[image: image107.wmf]G
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 όμως τριγώνου 
[image: image108.wmf]ABC

,  για τον οποίο: 
Αν 
[image: image109.wmf]MG
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 και οι Cevians του σημείου αυτού είναι ίσες, τότε το τρίγωνο 
[image: image110.wmf]ABC

 είναι ισοσκελές.
Όμως βρέθηκε ένα υποσύνολο 
[image: image111.wmf]o
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 τέτοιο ώστε 
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Επίλογος 

Η προσπάθεια της όλης εργασίας έφτασε τελικά στον προσδιορισμό ενός τόπου γενικότερου των τόπων εκείνων στους οποίους εργάστηκαν οι L.J.Russel - H.J.Woyde, καθώς και οι K. Tan και L. Kelly που ήταν η διχοτόμος μιας γωνίας του τριγώνου, η διάμεσος και η συμμετροδιάμεσος του τριγώνου αυτού αντίστοιχα.
Σχόλιο 1

Ο εύρεση του γεωμετρικού αυτού τόπου στηρίζεται στην ακόλουθη πρόταση: 
«Δίνεται η συνάρτηση:
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η οποία παριστά μια υπερβολή και η οποία χωρίζει το όλο επίπεδο σε τρία ανοιχτά χωρία, έστω τα 
[image: image114.wmf](
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Τότε: 
[image: image115.wmf](
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Απόδειξη
Θα χρησιμοποιήσουμε την απαγωγή σε άτοπο. Πράγματι, παρατηρούμε λόγω της (1) ότι: 
[image: image117.wmf](
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 και έστω ότι υπάρχει ένα σημείο 
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 τέτοιο ώστε: 
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Θεωρούμε 
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Ύστερα από αυτά θεωρώντας τη συνεχή συνάρτηση: 
[image: image125.wmf](
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, λόγω των (4) και (5) θα είναι: 
[image: image126.wmf](
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. Επομένως λόγω του Θεωρήματος του  Bolzano θα υπάρχει αριθμός 
[image: image128.wmf](
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 . Η σχέση (6) δηλώνει ότι  
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[image: image130.wmf](,)

o

y

x

X

 ανήκει στην υπερβολή κι όχι στο ανοιχτό χώρο 
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