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Εφαρµογή της Υπερβολικής Γεωµετρίας  
στο µοντέλο του Poincaré 

 
∆όρτσιος Κων/νος, Μαθηµατικός 

Τσίντσιφας Γεώργιος, Μαθηµατικός 
 

Εισαγωγή 
 Τα Στοιχεία του Ευκλείδη, το πρώτο επιστηµονικό βιβλίο σε παραγωγική 
διαδικασία µε τους κανόνες της Λογικής, τυπώθηκε για πρώτη φορά το 1482 στη 
Βενετία. Έκτοτε έχουν γίνει χιλιάδες εκδόσεις σε όλες σχεδόν τις γλώσσες του 
πλανήτη. Σε διάφορες παραλλαγές µε το ίδιο περιεχόµενο τα Στοιχεία εξακολουθούν να 
είναι ένα από τα πιο πολυδιαβασµένα βιβλία παγκόσµια. Η διαίσθηση του Ευκλείδη, 
ώστε το 5ο αίτηµα των παραλλήλων, να τεθεί αξιωµατικά είναι αξιοθαύµαστη.  
  Η προσπάθεια πολλών Μαθηµατικών διά µέσου των αιώνων να αποδείξουν ως 
θεώρηµα το πέµπτο αίτηµα, τελικά, οδήγησε τους Gauss(1777-1855), 
Lobatschewsky(1793-1856), Bolyai(1802-1870) στην υπερβολική Γεωµετρία και τον 
Riemann(1826-1866) στην ελλειπτική Γεωµετρία. Το 1899 µετά από έρευνα στις 
βάσεις της Γεωµετρίας ο D. Hilbert(1862-1943) παρουσίασε το βιβλίο του 
Grundlangen der Geometrie. Κλασσικό βιβλίο στο οποίο ανατρέχει κάθε ερευνητής 
της Γεωµετρίας. 
 Σήµερα, το κοινό κοµµάτι σε όλες τις Γεωµετρίες λέγεται Απόλυτη Γεωµετρία και 
είναι βασισµένη στα ακόλουθα αξιώµατα όπως τέθηκαν από τον Hilbert:  
 Ι. Αξιώµατα συµβολής 
 ΙΙ. Αξιώµατα διατάξεως 
 ΙΙΙ. Αξιώµατα ισότητας 
 IV. Αξιώµατα συνεχείας 
 Στην Ευκλείδειο Γεωµετρία δεχόµαστε τα αξιώµατα της Απολύτου Γεωµετρίας 
και το αξίωµα των παραλλήλων, δηλαδή:  
 V. Από σηµείο εκτός ευθείας άγεται ακριβώς µία παράλληλος προς αυτή. 
 Στην Ελλειπτική Γεωµετρία(µετά από µια διαφοροποίηση σε ένα από τα 
αξιώµατα συµβολής και σε ένα από τα αξιώµατα διατάξεως) δεχόµαστε ότι: 
 Vε. ∆ύο ευθείες του ιδίου επιπέδου τέµνονται πάντα. 
 Εφαρµογή της Ελλειπτικής Γεωµετρίας είναι η Γεωµετρία στην επιφάνεια µιας 
σφαίρας. 
 Στην Υπερβολική Γεωµετρία δεχόµαστε ως αξίωµα ότι: 
 Vυ. Από σηµείο εκτός ευθείας υπάρχουν δύο τουλάχιστον παράλληλες προς την 
ευθεία αυτή στο υπερβολικό επίπεδο. 
 Υπάρχουν διάφορα µοντέλα για τα οποία ισχύει η Υπερβολική Γεωµετρία. Το πιο 
απλό και στο οποίο ισχύουν ιδιότητες προερχόµενες από την Ευκλείδειο Γεωµετρία 
είναι το µοντέλο του Poincaré. Τα µοντέλα εφαρµογής µη Ευκλείδειας Γεωµετρίας, 
εκτός του ότι είναι µια δικαίωση όσων δούλεψαν στις βάσεις της Γεωµετρίας, 
απεδείχθησαν ιδιαίτερα χρήσιµα στη γενική έρευνα των Μαθηµατικών και της 
Φυσικής.  
 Τα θεωρήµατα της Απολύτου Γεωµετρίας ισχύουν στην Ευκλείδειο και 
Υπερβολική Γεωµετρία και σε γενικές γραµµές στην Ελλειπτική(υπάρχουν κάποιες 
διαφορές). 
 Μερικά τέτοια θεωρήµατα είναι τα παρακάτω:  
Θ1. Αν δύο ευθείες τέµνονται, το άθροισµα των παρακειµένων γωνιών είναι 2 ορθές. 
Θ2. Οι κατακορυφήν γωνίες δύο τεµνοµένων ευθειών είναι ίσες. 
Θ3. Οι ορθές γωνίες είναι ίσες. 
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Θ4. Ισχύουν οι ισότητες των τριγώνων Π-Γ-Π και Γ-Π-Γ. 
Θ5. Οι παρά τη βάση γωνίες του ισοσκελούς τριγώνου είναι ίσες.  
Θ6. Οι µεσοκάθετοι στις πλευρές τριγώνου διέρχονται δια του αυτού σηµείου. 
Θ7. Σε κύκλο η ακτίνα που διχοτοµεί την επίκεντρο γωνία, είναι µεσοκάθετος στην 
αντίστοιχη χορδή και διχοτοµεί το τόξο  που ορίζεται από αυτήν. 
Θ8. Από σηµείο εκτός ευθείας άγεται µία κάθετος προς την ευθεία αυτή.  
 Τα παραπάνω θεωρήµατα είναι ένα πολύ µικρό µέρος της Απολύτου Γεωµετρίας. 
Στη συνέχεια θα δώσουµε µια συνοπτική περιγραφή του µοντέλου του Poincaré και 
κατόπιν θα δούµε µερικά αξιόλογα θεωρήµατα γνωστά από την Ευκλείδειο Γεωµετρία 
που συνεχίζουν να ισχύουν και στις µη Ευκλείδειες Γεωµετρίες.  
 

Το µοντέλο του Poincaré 
 Θεωρούµε ένα ορθογώνιο σύστηµα συντεταγµένων xOy  στο επίπεδο. 

Υπερβολικός χώρος που αναπτύσσεται στο µοντέλο του Poincaré είναι το ηµιεπίπεδο 
0y >  που θα ονοµάζεται στο εξής h-επίπεδο. Τα σηµεία του h-επιπέδου θα λέγονται 

h–σηµεία. Οι υπερβολικές ευθείες, h-ευθείες, είναι οι ηµιπεριφέρειες µε κέντρα πάνω 
στον άξονα των x  και οι οποίες ανήκουν στο h-επίπεδο.  
 Στο παρακάτω σχήµα 1 οι 1 2 3 4, ,g g g g  είναι h-ευθείες ενώ η g  όχι. Οι 

1 2 3, ,g g g  µπορούν να θεωρηθούν κύκλοι ακτίνας R = ∞ .  

 Στο σχήµα 2 φαίνονται άπειρες ευθείες g  από το h-σηµείο P παράλληλες προς 

την 1g , µε οριακές τις 2 3,g g . 
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h-απόσταση δύο σηµείων 
 Ταυτίζουµε το h-επίπεδο µε το µιγαδικό επίπεδο 0y >  και έστω ,A B  δύο h-

σηµεία. Οι µιγαδικοί αριθµοί που αντιστοιχούν στα σηµεία ,A B  θα συµβολίζονται µε 
τα ίδια γράµµατα.  

 Έστω τώρα η h-ευθεία που διέρχεται από τα A  και B . (Σχήµα 3) 
 Ορίζουµε ως h-απόσταση των  ,A B  τον αριθµό που δίδεται από τον τύπο:  

( ) ( )ln 1h AB R ABST− =  

όπου R  σταθερά και ( )ABST  ο διπλός λόγος των σηµείων , , ,A B S T  δηλαδή:  

( ) :
A S A T

ABST
B S B T

− −=
− −  

Ο παραπάνω διπλός λόγος είναι θετικός, διότι:  

( )1 2 .3
2

πθ θ σχ− =  

( )1 21 1 2

2 2

iiA S r r
e e

A T r r

π
θ θ −−− = =

−  

ακόµα:  

3 2

4

irB S
e

B T r

π−− =
−  

άρα:  

( )

( )

31 1 4

2 4 2 3

1 4

2 3

: 0

ln 1

rr r r
ABST

r r r r

r r
h AB R

r r

⋅= = > ⇒
⋅

⋅− =
⋅

 

 Στην περίπτωση κατά την οποία είναι T = ∞  η περιφέρεια που διέρχεται από τα 
,A B  γίνεται η ευκλείδεια ευθεία Oxε ⊥  (Σχήµα 4) 

 Βλέπουµε ότι: 

( )lnh AB R ABST− =  

για T = ∞  γίνεται: 
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 ( ) :
A S A T A S

ABST
B S B T B S

− − −= =
− − −  

 
δηλαδή: 

( )
SA

ABST
SB

=

uuur

uur  

και συνεπώς:  

( )ln 2
SA

h AB R
SB

− =

uuur

uur  

 
Μετασχηµατισµός του Moebius 

 Λέγεται ο µετασχηµατισµός F  του µιγαδικού επιπέδου C  στον εαυτό του και ο 
οποίος ορίζεται από τη σχέση:  

: ' : ' , , , , 0
az b

F z z z a b c d C ad bc
cz d

µε και+→ = ∈ − ≠
+

 Θεώρηµα 1. Το σύνολο των µετασχηµατισµών του Moebius αποτελεί οµάδα. 
 Απόδειξη:  
 Έστω 1 2,F F  δύο µετασχηµατισµοί του Moebius και z C∈ . Τότε: 

( ) ( ) 1 1 1
1 1 1 2 2 1 2

1 1 1

,
az b a z b

z F z z z F z z
cz d c z d

µε και µε+ += = = =
+ +

Μετά τις πράξεις βρίσκουµε:  

( ) ( ) ( )
( ) ( )

1 1 1 1

2 2 1

1 1 1 1

a a b c z a b b d
z F F z

c a d c z c b d d

+ + +
= =

+ + +  

ακόµα:  

1 1 1 1 1 1

1 1 1 1 1 1

0
a a b c a b b d a b a b

c a b c c b d d c d c d

+ +     
= ⋅ ≠     + +       

δηλαδή το γινόµενο των µετασχηµατισµών του Moebius µετατράπηκε σε γινόµενο 
πινάκων. Έτσι η απόδειξη ότι αποτελούν οµάδα µπορεί να µεταφερθεί στο γινόµενο 
των πινάκων.  
 Το βασικό θεώρηµα που είναι απαραίτητο για την ανάπτυξη της θεωρίας του 
µοντέλου του Poincaré είναι το ακόλουθο:  
 Θεώρηµα 2. Ο µετασχηµατισµός του Moebius διατηρεί το διπλό λόγο. 
Απόδειξη:  

 Πράγµατι αν είναι: ( )'i iz F z=  όπου , 0
a b

T T
c d

µε 
= ≠ 
 

 . 

Τότε:  

(ε) 

x 



 5 

( )( )
( )( )' '

i j

i j

i j

ad bc z z
z z

cz d cz d

− −
− =

+ +  

και αν τεθεί: 

( )
( )( )( )( )

2

1 2 3 4

ad bc
k

cz d cz d cz d cz d

−
=

+ + + +  

προκύπτει:  

( )( ) ( )( )1 3 2 4 1 3 2 4' ' ' 'z z z z k z z z z− − = − −  

κι ακόµα: 

( )( )
( )( )

( )( )
( )( )

1 3 2 4 1 3 2 4

2 3 1 4 2 3 1 4

' ' ' '

' ' ' '

z z z z z z z z

z z z z z z z z

− − − −
=

− − − −  

δηλαδή:  

( ) ( )1 2 3 4 1 2 3 4' ' ' 'z z z z z z z z=  

 Η παραπάνω ιδιότητα των µετασχηµατισµών Moebius µας δίνει τη 
δυνατότητα να θεωρήσουµε το µετασχηµατισµό Moebius ως την ισοµετρική οµάδα για 
το µοντέλο του Poincaré. Άρα, η αντιστροφή, η µεταφορά και η οµοιοθεσία διατηρούν 
τα µήκη των ευθυγράµµων τµηµάτων. Αν λάβουµε υπόψη µας ότι ο µετασχηµατισµός 
Moebius διατηρεί και τις γωνίες µεταξύ δύο γραµµών βλέπουµε ότι ο µετασχηµατισµός 
αυτός είναι ισοµετρικός για το συγκεκριµένο µοντέλο του Poincaré. Στην ουσία τα 
ανωτέρω είναι γνωστά από τη Στοιχειώδη Γεωµετρία, όπως για παράδειγµα η 
διατήρηση των γωνιών κατά την αντιστροφή.   
 Τις ιδιότητες αυτές µπορούµε µε Στοιχειώδη Γεωµετρία να τις µελετήσουµε 
πώς λειτουργούν και στο µοντέλο του Poincaré. 
 

∆ιατήρηση της απόστασης δύο σηµείων 
 Έστω h-ΑΒ µε ,A B  στην περιφέρεια ( ) ( ),c O OS OT= =  (Σχήµα 5). Η 

αντιστροφή ( )2,T k  µετασχηµατίζει την ηµιπεριφέρεια ( )c  στην ηµιευθεία ( )'c  και το 

τµήµα h-ΑΒ στο τµήµα h-A΄Β΄.  
 Θα δείξουµε ότι είναι:  

( )' ' 3h AB h A B− = −  
Πράγµατι:  
 Θεωρώντας την αντιστροφή µε κέντρο το σηµείο Τ  και δύναµη 2k , έχουµε: 

', ', ', 'S S A A B B T→ → → → ∞  

άρα:  
22

31

2 4

' ' , ' '
k rk r

S A S B
TS r TS r

= =
⋅ ⋅  

και συνεπώς από τον τύπο (2) προκύπτει:  
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( )1 4

2 3

' ' ln 4
r r

h A B R
r r

− =  

 Επίσης από τον τύπο (1) είναι:  

( )1 4

2 3

ln 5
r r

h AB R
r r

⋅− =
⋅  

Από τις (4) και (5) προκύπτει η ζητούµενη (3). 
 Αν τώρα ο πόλος αντιστροφής είναι αντί του σηµείου T  ένα άλλο σηµείο 
εκτός του κύκλου ( )O , οπότε το αντίστροφο του κύκλου αυτού είναι άλλος κύκλος, η 

απόδειξη της (3) είναι περίπου η ίδια.  

 Στο Σχήµα 5.1 φαίνεται η αντιστροφή ( )'c  του κύκλου ( )c ως προς κέντρο το 
σηµείο Ω και δύναµη το 2k  (Κύκλος αντιστροφής ( ),kΩ ).  

 Τα ' 'h AB h A B− = −  λέγονται συµµετρικά ως προς τον κύκλο ( ),kΩ .  

 
h – κύκλος 

 Είναι κάθε κύκλος που περιέχεται στο h-ηµιεπίπεδο. 
Έστω ( )c  κύκλος Ευκλειδείου κέντρου Ο. Θα προσδιορίσουµε το h-κέντρο. 

 Από το κέντρο Ο (Σχ.6) φέρουµε την κάθετη ΟΚ  (ευθεία h) στον άξονα των 
x  και ,A B  τα σηµεία τοµής αυτής µε τον ο κύκλο ( )c . Επιλέγουµε το σηµείο Λ στο 
τµήµα AB  τέτοιο ώστε:  

(c΄) 

 (c) 

Σχήµα 5 

Σχήµα 5.1 
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( )2 1ΚΛ = ΚΑ⋅ΚΒ  

καθώς και το σηµείο Μ  στην προέκταση της ΛΚ  ώστε: .ΛΚ = ΚΜ  Στην περίπτωση 
αυτή τα σηµεία , , ,Β Α Λ Μ  αποτελούν αρµονική τετράδα. 

 Ακόµα είναι:  

( )ln( ) ln ln , ( ) 2h
ΛΚ ΛΚ− ΛΒ = ΛΒΚ∞ = = − ΛΚ < ΒΚ
ΒΚ ΒΚ  

( )ln( ) ln ln , ( ) 3h
ΑΚ ΑΚ− ΑΛ = ΑΛΚ∞ = = − ΑΚ < ΛΚ
ΛΚ ΛΚ  

Έτσι από την (1) και από τις (2), (3) προκύπτει:  
h h− ΛΒ = = ΑΛ  

 Επίσης ο κύκλος ( )f  (κέντρου Ρ ) που διέρχεται από τα σηµεία ,Λ Μ  τέµνει 

τον άξονα των x  στα σηµεία ,Γ ∆ . Τέλος ο κύκλος ( ),Γ ΓΛ  ανήκει στη δέσµη µε 

σηµεία βάσης τα ,Λ Μ  (σηµεία Poncelet) και είναι ορθογώνιος προς τον κύκλο ( )c . 

 Αν θεωρήσουµε στη συνέχεια την αντιστροφή µε κέντρο το σηµείο Γ  και 
κύκλο αντιστροφής τον ( ),Γ ΓΛ  τότε ως προς το µετασχηµατισµό αυτό ο κύκλος ( )c  

παραµένει αναλλοίωτος (κύκλος c και κύκλος (Γ,Λ) ορθογώνιοι), ενώ η ευθεία ( )h  

απεικονίζεται στο ηµικύκλιο ΓΕΖ∆  του κύκλου ( )f . Έτσι είναι: h h− ΛΕ = − ΒΛ  και 

h h− ΛΖ = − ΛΑ . ∆ηλαδή το h-κέντρο του ( )c  είναι το σηµείο Λ .  

 Ο άξονας 'x x  είναι ο ριζικός άξονας του κύκλου ( )c  και του σηµείου Λ . 

  
Γωνία δύο h-ευθειών 

x΄ x 
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 Είναι η γωνία των εφαπτόµενων των αντιστοίχων περιφερειών στο σηµείο 
τοµής των.  
 Θεώρηµα 3: Σε κάθε h-τρίγωνο το άθροισµα των γωνιών του είναι 

µικρότερο των δύο ορθών. 
 ∆ηλαδή αν ABC  τρίγωνο του h-επιπέδου θα είναι: 2A B C έορθ ς+ + < .  

Η απόδειξη είναι εύκολη. Γίνεται κατ’ αρχήν για ορθογώνιο τρίγωνο. Έστω ABC  

τρίγωνο και 1C ήορθ= . Θεωρούµε ότι h-BC είναι ευθεία κάθετος στον άξονα των x . 

Αν αυτό δεν ισχύει για το ορθογώνιο αυτό τρίγωνο τότε µε κατάλληλη αντιστροφή 
µετασχηµατίζουµε το σχήµα.  
 Στο σχήµα 7 φαίνεται εύκολα ότι 1A B ήορθ+ < , διότι το σηµείο A  είναι 

εκτός του κύκλου διαµέτρου 2O B  και εποµένως: 

� $ � � $ �A Bφ ω και θ θ′ ′= < = =  

άρα:  

� � � � 1A B ήω θ ορθ′ ′+ < + =  

 ∆ηλαδή στο ορθογώνιο h-τρίγωνο ABC  έχουµε 2A B C έορθ ς+ + <  

 Η απόδειξη για τυχαίο τρίγωνο ABC  προκύπτει από το προηγούµενο 
θεώρηµα  3. (Σχήµα 8) 
 Πράγµατι, αν θεωρήσουµε το ύψος AD  στο τρίγωνο ABC , τότε έχουµε δύο 

ορθογώνια τρίγωνα µε άθροισµα 2 .A B C έορθ ς+ + <  

 
 Παρατήρηση:  Στο παρακάτω σχήµα 9 ισχύει: 0A B C ε+ + = → . 

Σχήµα 8 
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 Θεώρηµα 4. Στο h-επίπεδο(στο µοντέλο Poincaré) δύο παράλληλες h- 
ευθείες έχουν     µια ακριβώς κοινή κάθετο. 
Πράγµατι.  

Αν ( )p  είναι ο ριζικός άξονας των κύκλων ( ) ( )1 2,c c  τότε οι εφαπτόµενες από 

το σηµείο K  στους ( ) ( )1 2,c c  είναι ίσες προς ρ . Ο κύκλος ( ) ( ),c K ρ=  είναι 

ορθογώνιος προς τους  ( ) ( )1 2,c c . Κοινή απόσταση των ( ) ( )1 2,c c  είναι το τµήµα h- Γ∆.  

Ο κύκλος ( )'c  που διέρχεται από τα σηµεία βάσης ,A B  της δέσµης των ( ) ( )1 2,c c  

είναι συγχρόνως κάθετος στους ( ) ( )1 2,c c  αλλά δεν έχει το κέντρο στον άξονα των x .  

 
Μετρικές σχέσεις στο µοντέλο του Poincaré 

 Έστω το h ABC−  τρίγωνο του h-επιπέδου. Θα αναζητήσουµε µετρικές σχέσεις 
µεταξύ των στοιχείων του εν λόγω τριγώνου. Μπορούµε για απλότητα να θεωρήσουµε 
ότι µια πλευρά π.χ. η h-BC  βρίσκεται σε ευθεία κάθετο στον άξονα των x . (Σχήµα 11) 

Σχήµα 9 
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 Ι )   Θέτουµε: h-BC=a, h-AC=b, h-AB=c και A,B,C τις αντίστοιχες γωνίες.  
Τότε θα είναι: 

( )ln ln
KC

a R BCK R
KB

 = ∞ =  
 

 

Άρα: 

ln
a KC

R KB

 =  
 

 

κι ακόµα: 

ln
a a

R R
a KC KC KB

e e
R KB KB KC

−
= ⇔ = ⇔ =  

αλλά: 

( )
2 21

cosh 1
2 2 2

a a

R Ra e e KC KB KB KC

R KB KC KB KC

−
+ + = = + =  ⋅   

Από τα ορθογώνια τρίγωνα , 'OKB O KC  προκύπτει:  

( ) ( )2 2 2 2 2 2' 'KB KC OA O A OK O K+ = + − + =  

( ) �( ) ( )2 2
' 2 ' cos ' ' 2 'OO OA O A OAO OK O K OK O K= + ⋅ − − − ⋅ =

�( )2 ' cos ' 2 'OB O C OAO OK O K= ⋅ − ⋅ . 

Αντικαθιστώντας την τελευταία σχέση στην (1) έχουµε:  

� ( )' '
cosh cos ' 2

a OB O C OK O K
OAO

R KB KC KB KC

⋅ ⋅= −
⋅ ⋅  

αλλά:  

� �

� � �

1 ' 1
,

sin sin '

, ' , '

OB O C

KB KBBOK CO K

BOK B CO K C OAO A

= =

= = =
 

ακόµα: 
'

cot , cot
O K OK

C B
KC KB

= − =  

και µετά τις αντικαταστάσεις στη σχέση (2) τελικά προκύπτει:  

( )cos cos cos
cosh

sin sin

a A B C
A

R B C

+=  

Κυκλικά προκύπτουν ακόµα οι τύποι: 

cos cos cos cos cos cos
cosh , cosh

sin sin sin sin

b B C A c C A B

R C A R A B

+ += =
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II ) Επίσης για το h ABC−  ισχύει :  

( )
sinh sinh sinh

sin sin sin sin sin sin

a b c
QR R R B

A B C A B C
= = =  

όπου: 
2 2 2cos cos cos 2cos cos cos 1Q A B C A B C= + + + −   

 
 

III ) Για ορθογώνια τρίγωνα, δηλαδή 
2

C
π= , ισχύει: 

( )

sinh sinh sin , tanh tanh cos

tanh sinh tan , cosh cosh cosh

cos
cosh cot cot , cosh

sin

a c a c
A B

R R R R
a b c a b

A C
R R R R R
c a A

A B
R R B

= = 

= = 

= = 

 

 
ΙV ) Κυκλικοί ανάλογοι τύποι είναι και οι εξής:  

( )cosh cosh cosh sinh sinh cos
a b c b c

A D
R R R R R

= −  

Ο αντίστοιχος τύπος της Σφαιρικής Γεωµετρίας είναι(σφαίρα ακτίνας R): 

( )cos cos cos sin sin cos ,
a b c b c

A E
R R R R R

= +  

Σχόλια: 
 Παρατηρούµε ότι αν στον τύπο (Ε) τεθεί όπου R  το 2, 1iR iµε = −   τότε ο 
τύπος αυτός της Σφαιρικής Γεωµετρίας γίνεται ο τύπος (D) της Υπερβολικής 
Γεωµετρίας.(Εδώ ειδικά στο µοντέλο του Poincaré). 
 Η  εξήγηση είναι ότι η Σφαιρική Γεωµετρία αναφέρεται σε χώρο µε σταθερή 

καµπυλότητα 
2

1

R
 ενώ η Υπερβολική Γεωµετρία σε χώρο σταθερής αλλά αρνητικής 

καµπυλότητας 
2

1

R
− . Αυτός είναι ένας λόγος. Επιπλέον αρκετοί από τους τύπους 

αυτούς ανήκουν και στις δύο αυτές µη Ευκλείδειες Γεωµετρίες διότι ανήκουν στην 
Απόλυτη Γεωµετρία.   

Ειδικά από τον τύπο (Ε), αν διατηρήσουµε σταθερές τις πλευρές και τις γωνίες 
του τριγώνου h ABC− και θεωρήσουµε ότι R→ ∞ , κι ακόµα αν αναπτύξουµε τα 
ηµίτονα και συνηµίτονα σε σειρές, τότε παραλείποντας τους όρους ανωτέρας της 2ης 
τάξης έχουµε:  

2 2 2

2 2 2
1 1 1 cos

2 2 2

a b c b c
A

R R R R R

  − = − − + ⋅  
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δηλαδή:  
2 2 2 2 cosa b c ab A= + −  

 
Το θεώρηµα του Πτολεµαίου  

Θεώρηµα 5. Αν 1 2 3 4, , ,A A A A  κορυφές εγγεγραµµένου τετραπλεύρου σε 
κύκλο, τότε είναι: 

( )1 2 3 4 2 3 4 1 1 3 2 4 1A A A A A A A A A A A A⋅ + ⋅ = ⋅  
Το παραπάνω θεώρηµα, παλιότερα, διδάσκονταν στα σχολεία. Θυµόµαστε όλοι 

την απόδειξη µε τα όµοια τρίγωνα και µια ακόµη απόδειξη, λίγο πιο προχωρηµένη, µε 
αντιστροφή.  [13],[17],[18]. 

Οι αποδείξεις που προαναφέρθηκαν περιέχουν και την περίπτωση να µην είναι 
τα σηµεία 1 2 3 4, , ,A A A A  οµοκυκλικά οπότε στην περίπτωση αυτή είναι:  

( )1 2 3 4 2 3 4 1 1 3 2 4 2A A A A A A A A A A A A⋅ + ⋅ > ⋅  
Οι αποδείξεις των αντιστρόφων προτάσεων (1) και (2) µπορούν να γίνουν µε 

την ίδια µέθοδο που χρησιµοποιείται για την απόδειξη των (1) και (2) ή ακόµα µε τη 
µέθοδο της απαγωγής σε άτοπο. Ο συνδυασµός των (1) και (2) λέµε ότι είναι η 
ανισοϊσότητα του Πτολεµαίου.  

Αξιοσηµείωτο είναι ότι η ανισοϊσότητα του Πτολεµαίου ισχύει στη Σφαιρική 
Γεωµετρία όπως και στην Υπερβολική Γεωµετρία(µοντέλο του Poincaré). Πράγµατι αν 

1 2 3 4, , ,A A A A  είναι σηµεία µιας σφαίρας ( ),O R  του αυτού ηµισφαιρίου, τότε στο 

τετράπλευρο 1 2 3 4A A A A  εφαρµόζουµε το θεώρηµα του Πτολεµαίου. Στη συνέχεια 

κάθε ευθύγραµµο τµήµα, έστω το 1 2A A  είναι:  

� �
1 2 1 2 1 2sin sin
2 2 2

A A A OA A A
R R

R
= =  

Όµοιοι τύποι προκύπτουν και για τα 3 4 2 3 4 1 1 3 2 4, , , ,A A A A A A A A A A .  
 Έτσι το θεώρηµα του Πτολεµαίου παίρνει την ακόλουθη µορφή:  

� � � � � �

( )3 4 2 3 1 31 2 4 1 2 4sin sin sin sin sin sin 3
2 2 2 2 2 2

A A A A A AA A A A A A

R R R R R R
⋅ + ⋅ ≥ ⋅

 Αν στη συνέχεια τεθεί αντί του R  το iR  τότε ο τύπος (3) γίνεται ο αντίστοιχος 
τύπος για την Υπερβολική Γεωµετρία. ∆ηλαδή:  

� � � � � �

( )3 4 2 3 1 31 2 4 1 2 4sinh sinh sinh sinh sinh sinh 4
2 2 2 2 2 2

A A A A A AA A A A A A

R R R R R R
⋅ + ⋅ ≥ ⋅

 Είναι σηµαντικό να δούµε ότι αν σε κάθε Γεωµετρία εργαστούµε µε τα δικά της 
εργαλεία το θεώρηµα του Πτολεµαίου έχει κοινή απόδειξη(δηλαδή µε την ίδια 
µέθοδο).Παραθέτουµε παρακάτω την απόδειξη αυτή για την Ευκλείδειο Γεωµετρία.  

 
Θεώρηµα 5.1 Αν 1 2 3 4A A A A  είναι ένα τετράπλευρο εγγεγραµµένο σε κύκλο 

( ),O R  τότε:  

( )1 2 3 4 2 3 4 1 1 3 2 4 1A A A A A A A A A A A A⋅ + ⋅ = ⋅  

Απόδειξη: Έστω(Σχ.12):  
� � � �

1 2 1 2 3 2 3 4 3 4 1 4, , ,AOA A OA A OA A OAφ φ φ φ= = = =  
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τότε είναι:  

31 2 4
1 2 3 42 sin , 2 sin , 2 sin , 2 sin

2 2 2 2
R R R R

φφ φ φα α α α= = = =  

καθώς και 

1 2 1 4
1 3 2 42 sin , 2 sin

2 2
A A R A A R

φ φ φ φ+ += =  

όπου:  

1 1 2 2 2 3 3 3 4 4 4 1, , ,a A A a A A a A A a A A= = = =  

Εποµένως το πρώτο µέλος της (1) γίνεται:  

( )2 31 2 4
1 3 2 4 4 sin sin sin sin 2

2 2 2 2
A a a a a R

φφ φ φ = + = ⋅ + ⋅ 
 

 Όµοια το δεύτερο µέλος της (1) γίνεται:  

( )2 1 2 1 4
1 3 2 4 4 sin sin 3

2 2
B A A A A R

φ φ φ φ+ += ⋅ = ⋅  

Όµως είναι:  

31 2 42 sin sin sin sin
2 2 2 2

φφ φ φ ⋅ + ⋅ = 
   

1 3 1 3 2 4 2 4cos cos cos cos
2 2 2 2

φ φ φ φ φ φ φ φ− + − +   = − + −  
    

Εποµένως το πρώτο µέλος γίνεται:  

( )2 3 1 2 42 cos cos 4
2 2

A R
φ φ φ φ− − = + 

   

Επίσης:  
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( ) ( ) ( ) ( )

1 2 1 4

1 2 1 4 1 2 1 4

2sin sin
2 2

cos cos
2 2

φ φ φ φ

φ φ φ φ φ φ φ φ

+ +⋅ =

+ − + + + +
= −

( )1 3 1 32 4 2 4
360

cos cos cos cos
2 2 2 2

oφ φ φ φφ φ φ φ+ − −− −= − = +  

Άρα το δεύτερο µέλος γίνεται:  

( )2 1 32 42 cos cos 5
2 2

B R
φ φφ φ −− = + 

   

και συνεπώς από τις (4) και (5) προκύπτει η ισχύς της (1). 
 

Ιδιαίτερα αξιόλογη είναι η παρακάτω απόδειξη του θεωρήµατος – Ανισότητας 
του Πτολεµαίου. 

 
Θεώρηµα 5.2. Έστω 1 2 3 4, , ,A A A A  τέσσερα σηµεία του επιπέδου. Θα 

δείξουµε ότι:  

( )1 2 3 4 2 3 4 1 2 4 1 3 1A A A A A A A A A A A A⋅ + ⋅ ≥ ⋅  
Απόδειξη:  
Έστω , , ,a b c d  οι µιγαδικοί που αντιστοιχούν στα σηµεία 1 2 3 4, , ,A A A A . Τότε η 

αλγεβρική ισότητα: 

( )( ) ( )( ) ( )( ) ( )2a b c d a d b c a c b d− − + − − = − −  

είναι προφανής (πράξεις). 
 Αν πάρουµε τα µέτρα είναι: 

( ) ( ) ( )3a b c d a d b c a c b d− − + − − ≥ − −  

Η παραπάνω σχέση είναι το θεώρηµα του Πτολεµαίου για το τετράπλευρο 1 2 3 4A A A A . 

 
 Για την απόδειξη της ισότητας στην (3) ενδιαφέρουσα είναι η ακόλουθη 
πρόταση. 
 Θεώρηµα 5.3.  Όταν ο διπλός λόγος τεσσάρων σηµείων στο επίπεδο είναι 
πραγµατικός αριθµός, τότε τα σηµεία είναι οµοκυκλικά. 
 Απόδειξη:  
 Έστω τα σηµεία , , ,a b c m  στο µιγαδικό επίπεδο. Θεωρούµε τον κύκλο abc και 
F  ο µετασχηµατισµός του Moebius ώστε:  

( ) ( ) ( )0, 1,F a F b F c= = = ∞  

όπου 0,1,∞  επί ευθείας ( )h  καθέτου στον άξονα 'x x .  

 Τότε είναι φανερό ότι κάθε σηµείο m   του κύκλου abc  θα αντιστοιχίζεται στην 
ευθεία ( )h  και θα είναι: 

( ) ,F m k k R= ∈  

δηλαδή πραγµατικός αριθµός. Άρα: 
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( ) ( )( )
( )( )

( )( )
( )( )
0 1 1

0 1

a c b m k k
abcm

a m b c k k

− − − ∞ − −= = = −
− − − − ∞  

 Αποδείχτηκε δηλαδή ότι όταν τα σηµεία , , ,a b c m  είναι οµοκυκλικά τότε ο 
διπλός λόγος είναι πραγµατικός αριθµός. Εύκολα δείχνεται και το αντίστροφο.  

 Ακόµα βλέπουµε ότι η ισότητα στη σχέση (3) (Θεώρηµα 5.3) ισχύει όταν ο 
διπλός λόγος ( )1 3 2 4A A A A  είναι πραγµατικός αριθµός, πράγµα που ισοδυναµεί, 

σύµφωνα µε το Θεώρηµα 5.3, ότι τα σηµεία 1 2 3 4, , ,A A A A είναι οµοκυκλικά.  
 

Παρατηρήσεις 
1η) Το θεώρηµα του Πτολεµαίου είναι ιδιαίτερα σηµαντικό στην Αλγεβρική 

Γεωµετρία. Ο Karl Menger µελέτησε επισταµένα Γραµµικούς Νορµικούς Χώρους µε 
την ιδιότητα να ισχύει η ανισότητα του Πτολεµαίου. Ο I. Schonberg απόδειξε ότι ένας 
seminormed χώρος εφοδιασµένος µε την ανισότητα του Πτολεµαίου είναι inner-product 
space. Οι M. Klamkin και A. Meir απόδειξαν ότι αν ένας γραµµικός Νορµικός χώρος 
είναι Πτολεµαϊκός όταν είναι συµµετρικός. [12], [14],[15] 

2η) Η µέθοδος µε την οποία αποδείχθηκε το θεώρηµα του Πτολεµαίου για τις 
τρεις Γεωµετρίες δεν αποδίδει για την ανισότητα. 

3η) Χρησιµοποιώντας τους τύπους των ορθογωνίων τριγώνων στο µοντέλο του 
Poincaré που αναφέρονται στο ακόλουθο θεώρηµα: 

Θεώρηµα 5.4. Σε κάθε ορθογώνιο σφαιρικό τρίγωνο ( )1ABC A ήορθ=  

(Σχήµα 14) ισχύει:  

sin sin sinc a C= ⋅  

Σχήµα 14 

Σχήµα 13 
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µπορούµε εύκολα να δείξουµε το θεώρηµα του Μενελάου ( Σχ.15) και εφαρµόζοντας 
αυτό στη συνέχεια µπορεί κανείς να αποδείξει το θεώρηµα του Ceva (Σχ. 16)  

Τέλος από το θεώρηµα του Πτολεµαίου µπορεί κανείς να βρει το σηµείο 
Fermat ενός τριγώνου.  

 
 Μερικές ανισότητες σε σύγκριση 
από Ευκλείδειο, Ελλειπτική και Υπερβολική Γεωµετρία 

2

2 2 2 3

2 3

2 2

2

2 3 2

2 tan 2 tan tanh 2 tanh

sin
3

27 tan tan h tanh tan h
sin 4 2 6

2sin sin
3 32 27 tan tan tan

sin 2 sin

3coth sinh
33 3 tan tan tan coth

2 6 4 s
i

R r R r R r

s
F s s

s r r
s

s s
h

A
s Rr R r h

s hs
s

r
s s F

s F r

≥ ≥ ≥

 
 

   ≥ ≥ ≤   
  

 
 
 ≥ ≥ Π ≤

  ≥ ≥ Σ ≥  
   inh s

Σχήµα 15  
Θεώρηµα Μενελάου 

(Poincaré) 

Σχήµα 16 
Θεώρηµα Ceva 

Σφαιρική Γεωµετρία 
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όπου ,R r  οι ακτίνες του περιγεγραµµένου και εγγεγραµµένου κύκλου, S  η 
ηµιπερίµετρος του τριγώνου ABC  και ,Σ Π  τα σύµβολα της άθροισης και του 
γινοµένου.  

Η υπερβολική Γεωµετρία στη διακόσµηση 
 

 Το µοντέλο Poincaré στον κύκλο χρησιµοποιήθηκε µε επιτυχία για 
διακοσµητικούς ρόλους. Ο δίσκος καλύφθηκε µε h-τρίγωνα ή h-πολύγωνα(κι αυτό δεν 
είναι απλή δουλειά) και διάφοροι καλλιτέχνες διακόσµησαν µε διάφορες παραστάσεις 
αυτά τα σχήµατα.  

Με εξαιρετική επιτυχία ο M.C.Escher αξιοποίησε τις δυνατότητες του µοντέλου 
αυτού κατασκευάζοντας υπέροχα σχήµατα. Επίσης στο διαδίκτυο αν αναζητήσουµε 
εικόνες στο pictures from hyberbolic Geometry θα δούµε ότι υπάρχει πληθώρα τέτοιων 
σχηµάτων.  

Σήµερα, στην εποχή της σύγχρονης τεχνολογίας και της ψηφιακής απεικόνισης 
είναι δυνατόν να αξιοποιηθούν διάφορα λογισµικά προς την κατεύθυνση δηµιουργίας 
δυναµικού περιβάλλοντος µέσα στο οποίο µπορεί κανείς να κατασκευάσει µε επιτυχία 
τα δοµικά στοιχεία της Γεωµετρίας αυτής. Παραθέτουµε για παράδειγµα µια εικόνα 
φτιαγµένη µε αντίστοιχο λογισµικό. 
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